Pochodne czastkowe. Pochodna kierunkowa.

Rézniczka funkcji wielu zmiennych.

Anna Bahyrycz

Interpretacja geometryczna

Pochodne czastkowe

Definicja 1
Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu

(%0, Y0)-
Pochodng czastkowa pierwszego rzedu funkcji | wzgledem zmiennej x

w punkcie (xo,y0) nazywamy granice

lim fxo+ Az, yo) - f(x0,y0)
Az—0 AZL‘

e e F)
o ile istnieje i oznaczamy symbolem 3—£($0,y0) lub  fi(x0,90).

Pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem zmiennej y
w punkcie (xo,y0) nazywamy granice

lim J(xo,y0 + Ay) — f(x0,0)
Ay—0 Ay

o ile istnieje i oznaczamy symbolem g—i(mo,yg) lub f}(w0,y0)-

Uwaga 1

Jezeli granica okreslajaca pochodna jest wiasciwa (niewfasciwa) to,
mdéwimy, ze pochodna jest wtasciwa (niewfasciwa).

Uwaga 2
Nie ma zadnego zwigzku miedzy ciagtoscia funkcji a istnieniem
pochodnych czastkowych pierwszego rzedu funkcji w punkcie.



Przyktad 1

Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciagtos¢
funkcji

J 1 dla xy=0 . _
f(Ivy) = { 0 dla Ty % 0 w punkCIe (‘T07y0) - (0,0)
. f(Az,0) - f(0,0) . 1—1_ B
dim, FER B8 - i S -0- 500
. f(ovAy)_f(an)_ : ]‘_1_ _
i PSR i T =0= 50,0

Niech (zy,yn) = (2,0) oraz (a},,y,)=(%,1), oczywiscie

n’ n’n

lm (2n,y,) = lim (%,0):(0,0) i(%,o);t(o,O) dla neN,

n—+ n—+oo

11 11
li Tyl )= 1 —,—)=(0,0 —,—]%(0,0) di N.
Jim (@y0) = lim (=)= (0,0) 7 (S, —)#(0.0) dia ne

1 1
Wéwczas lim f(=,0)=1, lim f(— —) =0 - badana granica nie istnieje.
n—+oo n n

n—+oo

Funkcja f ma obie pochodne czastkowe pierwszego rzedu w (0,0) i nie
Jest ciagta w tym punkcie.

Definicja 2
Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w kazdym
punkcie zbioru otwartego U c R?, to funkcje

6f of .
e z,y), ay(ﬂmy) gdzie (z,y)eU

nazywamy pochodnymi czastkowymi pierwszego rzedu funkgji f na
zbiorze U
i oznaczmy g—ﬁ, 3—5 lub fr, fy-

Uwaga 3

W praktyce do liczenia pochodnych czastkowych mozna stosowac reguty
rézniczkowania funkcji jednej zmiennej.

Przyktad 2
Zbadac istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu i ciggtos¢
funkcji

flz,y) =22 +y? w punkcie (zg,y0) = (0,0).

Badamy istnienie pochodnych czastkowych pierwszego rzedu

[(A2,0) - f(0,0) _ VBP0 _ A
Az—0 Ax B AhIIEO Az = Allwlilo Ax - granica nie istnieje,

[0, Ay) - f(0,0) .. (Ay)>-0 . |Ayl P
lim = lim —— = lim - granica nie istnieje,
Ay—0 Ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

czyli funkcja f nie ma pochodnych czastkowych pierwszego rzedu w
(0,0). Badamy ciggtos¢

Va2 +y2 = 0= £(0,0).

(x7y)—>(0 0)
Funkcja f jest ciagta w (0,0) .
Z ciagtosci funkcji w punkcie nie wynika istnienie pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu w tym punkcie.

Przyktad 3

Wyznaczyé pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji

f(z,y)=2Y, nazbiorze U ={(z,y)eR*:2>0Ay>0}.

?(x,y) =yz¥t ?(:ﬂ,y) =zYlnz, gdzie (z,y)eU.
€ Y



Definicja 3
Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu gi 73—5
przynajmniej na otoczeniu punktu (xq,yo). Pochodne czastkowe drugiego
rzedu funkgji f
w punkcie (xo,y0) okreslamy wzorami

0*f 0

0 02 0 (0
o 2( 0, Y0) ‘*x(afi)(fmyo)’ i(fo,yo):%(afi)(xo,yo),

0zxdy

2

o°f .0 of >f .0 of
6‘y8x(x0’y0) = 8y(8x)(x0’y0)’ B2 (%0, 0) = 8y(8y)(x0’y0)'
Powyzsze pochodne oznacza sie réwniez odpowiednio przez

f;lz(x07y0)a faltly(x()ayo)7 f;,:c('r()ayo)a f';ly(x(%yo) .

Twierdzenie 1 (Schwarza o pochodnych mieszanych)
Jezeli pochodne czastkowe

0%f  O*f
0x0y’ Oydx

sg ciggte w punkcie (xo,yo0), to s3 réwne, tj.

2f 82f

91y ( 07y0) 8yax(ﬂﬁo,yo)-

Uwaga 4

Prawdziwe sa takze analogiczne réwnosci dla pochodnych mieszanych
drugiego rzedu funkcji trzech zmiennych, a takze dla pochodnych
mieszanych wyzszych rzedow.

Definicja 4
Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe drugiego rzedu w kazdym
punkcie zbioru otwartego U c R?, to funkcje

o*f o*f o

32 f
5 \ZX dzi U
9(1;9:[/ 9y9$ ($7y)7 91/2 ( ay) gazie (l‘,y) €

ﬁ .T,y),

(%,9),

nazywamy pochodnymi czastkowymi drugiego rzedu funkcji f na zbiorze

U
8% f  9%f  9%F " " "
ioznaczmy 55, G, Guia ay lub fis fays Tows Foy -

Przyktad 4

Wyznaczyé wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji
f(z,y)=2Y, nazbiorze U ={(z,y)eR*:x>0Ay>0}.

Sprawdzié, ze pochodne mieszane s3 réwne.
Wyznaczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f
. of

—(z,y) = yx¥ i 8—y(1’,y) =zYIlnz, gdzie (z,y)eU.

Wyznaczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji

62 y-2 0? y 2
( y) (y—l)I ) aiyg(xay):‘r (IHLE) )

0*f 0% f
(z,y) =¥ +ya¥nzx =

Oyox O0x0y

(z,y), gdzie (z,y)eU.




Definicja 5 Przykfad 5

Niech funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu n > 2 przynajmniej na Dia funkdji 3

otoczeniu punktu (xg,yo). Pochodne czastkowe pierwszego rzedu w flz,y) =€ obliczy¢ ————(x,y).
. = 0x20y

punkcie (xzo,yo) pochodnych czastkowych rzedu n funkcji f nazywamy

pochodnymi czastkowymi rzedu n + 1 funkcji f w punkcie (o, o). Wyznaczamy

Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu n w kazdym punkcie %(% y) = ze™Y

zbioru otwartego, to méwimy, ze na tym zbiorze okreslone sa pochodne

czgstkowe rzedu n funkgji f. nastepnie

Pochodng czastkowa n-tego rzedu funkcji f w punkcie (xg,yo), powstata 0% f

w wyniku k-krotnego rézniczkowania wzgledem zmiennej x i nastepnie dzdy

l-krotnego rézniczkowania wzgledem zmiennej y gdziek +1=n

oznaczamy przez

(x ,y)— 9 (aje y):e‘”y+xyemy

i na koniec

o f
Ayloak (@0, 30)- 8$28y( y) = *( (1+ay)) =y(1+ay)e™ +ye™ = ey(2+ zy).
Definicja 6 (Pochodna kierunkowa funkgcji) Przyktad 7
Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu Obliczy¢ pochodng kierunkowa funkcji f(z,y) = 2 + y2 w punkcie
(z0,y0) oraz v = (vg,vy) bedzie wersorem. Pochodna kierunkowa funkgji (0,0) w kierunku
f w punkcie (xq,yo) w kierunku v okreslamy wzorem: ’
34
of f(zo + tvg, yo + tvy) — f(xo,yo) (a) wersora U = ( -, 7); (b) dowolnego wersora ¥ = (vg,vy).
= (w0, y0) = 1 : 59
o0v -0+ t
(0= 26,0+ 4t) - £(0,0) ERTISCTEN
Przyktad 6 (a ) (0 0) —thr(r)l+ ; = tlir(])n+ B
Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji o
= lim — =1.
2 V2 t—0+ ¢

f(z,y) =22% +y*, w punkcie (1,1) w kierunku wersora v = (%, g)

af f(()—tvg@,0+tvy)—f(0,0) . V22 + 022 - 0

2 2 (b) (O 0) = lim = lim
af . f(l+t§,1+t§)—f(1,1) . 2(1+t§) +(1+t§) -3 =0 ¢ =0 t
55 (b1 = lim ; = lim " . (WZ+ o) -0 _ . \/(v2 rudlt] . |t|
t—>0* t t—0* t—0+
1,2
. 3(1 +1V2+ 5t ) -3 3 Pochodna kierunkowa funkgji f(x,y) = /22 + y2 w punkcie (0,0) w
= lim = lim (3\/§+7t):3\/§. . BT .
150+ t >0+ 2 kierunku dowolnego wersora istnieje i wynosi 1.



Interpretacja geometryczna

Wré¢my do Przyktadu 6.

Przyktad 8
Obliczyé pochodna kierunkowa funkcji

@ﬁ)
27 2/

f(z,y) =22% +y* w punkcie (1,1) w kierunku wersora © = (

P.ochodl?e czgstkowe %(m, y) =4z, g—i(x, y) =2y sa funkcjami
ciggtymi,zatem

6”(11) gra df(11)(££) (4 2)(\/_\/_) a3 35,

Do Przyktadu 7 nie mozemy zastosowa¢ Twierdzenia 2, poniewaz
pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f w punkcie (0,0) nie
istnieja.

Definicja 7 (Gradient funkcji)

Gradientem funkgji f w punkcie (xg,yo) nazywamy wektor okreslony
wzorem:

gradf(xo,yo):(—(xo,yo) (»Toyyo))

Twierdzenie 2
Jezeli pochodne czastkowe %, g—i sg funkcjami ciggtymi w punkcie

(%0,90) oraz
v jest dowolnym wersorem na ptaszczyZznie, to

0 .
8—£($an0) = grad f(xo,y0) 0 ¥.

Definicja 8 (Rdzniczkowalno$¢ funkcji)
Niech funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie
(x0,90). Méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w (xo,yo), gdy

i F@o+h,yo+k) = f(z0,y0) — hL (20, 0) - kay (%0, 90)
1im
(h)=(0,0) N

=0.



Przyktad 9

Korzystajac z definicji zbadac rézniczkowalnos¢ funkcji

[ G e @)= (00)
f(%y)‘{ r dla (z,y) =(0,0)

Zaczniemy od policzenia pochodnych czastkowych pierwszego rzedu
funkgji f punkcie (0,0):

. f(Az,0)-f(0,0) . 0-0 _ Of

Algilo Az - AIEEO Az 0= ox (0,0),
_ f(0,Ay)-f(0,0) . 0-0 _ Of

Alm Ay =A% Ay 0 gy (0,0).

Zatem %(0,0) = 2—5(0,0) =0 i pozostaje zbadac czy istnieje i ile wynosi

F(@o+hyyo + k) = f (20, y0) = h 3L (20, y0) = k3L (w0, yo)

lim
(h,k)—(0,0) V2 + k2
o Sk - £(0,0) - 1hgL(0,0) - k5L(0,0)
1m
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
hk
B . W—O—h-o—kﬂ_ . hk )
= lim = lim ———==7 (%)
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) h2 + k2

Interpretacja geometryczna funkcji rézniczkowalnej w punkcie
Rézniczkowalnodé funkgeji f w punkcie (g, yo) oznacza, ze istnieje
ptaszczyzna styczna (niepionowa) do wykresu tej funkcji w punkcie
(20,50, f(0,%0)).-

Twierdzenie 5 -

Niech funkcja f ma ciggte pochodne czastkowe %, % w punkcie
(x0,y0). Wéwczas pfaszczyzna styczna do wykresu funkcji f w punkcie
($07 Yo, f(x()a yO)) ma pOStaé"

2= £(20,30) = G o) =) + 5 0, 0) 3= o)

w punkcie (z9,yo) = (0,0).

Twierdzenie 3 (Warunek konieczny rézniczkowalnosci funkcji)
Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie to jest ciagta w tym punkcie.

Uwaga 5

Funkcja z Przyktadu 1 nie jest rézniczkowalna w punkcie (0,0), bo nie
Jjest ciagta w tym punkcie.

Uwaga 6

Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 3 nie jest prawdziwe.

Funkcja z Przykfadu 2 jest ciagta w punkcie (0,0) a nie jest jest w tym
punkcie rézniczkowalna, bo nie istnieja pochodne czastkowe pierwszego
rzedu funkgji f w punkcie (0,0).

Twierdzenie 4 (Warunek wystarczajacy rézniczkowalnosci
funkgji)

.. af d
Jezeli pochodne czastkowe 3%, 8—5

(x0,%0), to funkcja f jest rézniczkowalna w tym punkcie.

sa funkcjami ciagtymi w punkcie

Uwaga 7

Funkcje z Przyktadéw 5 i 6 s3 rézniczkowalne w kazdym punkcie R?.

Przykfad 10

Napisac réwnanie ptaszczyzny stycznej do wykresu funkcji

arctgx . T
f(z,y) = 1442 w punkcie PZ(LO’Z)'
of 1 1 of 11
- = . —_J 1 - . 1 - .
Ox ) 1+x2 1+92 813( ,0) 9 %
of B 2y of B
8y(x’y) = -arctgz (1+1y2)2 ay(l’o) =0.

2z~ f(xo,y0) = %(ﬂfovyo)(@“ ~ ) + %(%w@(y - %)

1
2—225(.%‘—1)4-0'(]{—0)
Zatem
1 T 1
Z2=—L+———
2 4 2

jest réwnaniem ptaszczyzny stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.



Interpretacja geometryczna

k]

Y)

_ arctgw
=TT )2

Interpretacja geometryczna

f(x,y)

_ arctgw
=1r )



